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1. Rola spekulacji teoretycznych w fizyce

Fizyka jest naukg empiryczng. Te prawde wbijano mi do
gtowy przez cate dziecinstwo i mtodosc, ostro przeciw-
stawiajgc ,postepowe” nauki doswiadczalne ,scholas-
tycznym spekulacjom”, ktére jedynie hamowaty rozwdj
cywilizacji. Taka postawa filozoficzna nie jest nowa.
Wyraziscie byta eksponowana np. w dziele Sykstusa
Empiryka napisanym okoto 200 r.n.e., a zatytutowa-
nym bardzo wymownie Przeciw Matematykom (ITpo(
poonpatikovd).

Tymczasem u podstaw nowozytnej fizyki lezg moc-
no spekulatywne zasady dynamiki Galileusza-Newtona!
Rzeczywiscie — czy kto$ z nas miat kiedykolwiek do
czynienia w potocznym doswiadczeniu z pojazdem, kto-
ry porusza sie ruchem jednostajnym, mimo ze nie dzia-
ta nan zadna sita (bo np. wyczerpata sie benzyna)?

Nieraz wiec bywato tak, ze nauka rozwijata sie
wiasnie dzieki czysto teoretycznym ,,spekulacjom”,

a przewidywane w ten sposob obiekty czy zjawiska fi-
zyczne musiaty potem dtugo jeszcze czekac na ,praw-
dziwe” — to znaczy eksperymentalne — odkrycie,
stanowigce ostateczne potwierdzenie stusznosci rozu-
mowania, ktére doprowadzito do ich pierwszego — te-
oretycznego — odkrycia.

Tak sie zdarzyto np. przewidzianym przez Maxwel-
la falom elektromagnetycznym. Pojawity sie one jako
matematycznie konieczne rozwigzania rownan elektro-
dynamiki, gdy ich twoérca poprawit rownanie Ampere’a
z czysto ,spekulatywnych” powodow, wprowadzajac
don tzw. prad przesuniecia, by stato sie zados¢ pra-
wu zachowania tadunku. Podnoszac to prawo do rangi
podstawowej zasady uniwersalnej Maxwell odkryt ,po
raz pierwszy” fale radiowe, bez ktérych trudno sobie wy-
obrazi¢ nasze wspotczesne zycie. A przeciez na drugie
— doswiadczalne — odkrycie musiaty potem czekac¢



jeszcze prawie 40 lat, kiedy to zostaty ,wprzegniete
w stuzbe ludzkosci” przez Heinricha Hertza, Guglielmo
Marconiego lub Aleksandra Popowa (to, ktérego z nich
uznajemy za tworce radia zalezy od tego w jakim kraju,
czy nawet ustroju politycznym, kohczylismy szkoty).
Tak zwane ,czarne dziury”, podobnie zreszta jak fa-
le grawitacyjne, sg matematycznie konsekwencjg no-
woczesnej teorii grawitacji sformutowanej w 1915 roku

przez Alberta Einsteina. Nie dysponujemy do tej pory
wynikami obserwacji, ktére w sposéb niewatpliwy do-
wodzityby ich istnienia w Kosmosie, cho¢ mamy wiele
posrednich argumentéw za tym, by pewne obiekty astro-
nomiczne interpretowac wtasnie jako czarne dziury. Sta-
tus epistemiologiczny ,czarnych dziur” jest wiec obecnie
analogiczny do statusu fal radiowych w roku — powiedz-
my — 1870.

2. Czy grawitacja da sie sprowadzi¢
do czystej geometrii?

Historia einsteinowskiej teorii grawitacji, popularnie
zwanej ,,0g6Ing teorig wzglednosci”’, tez zaczeta sie od
czystej spekulacji. Wspaniale rozwinieta w XIX wieku
mechanika nieba, oparta na teorii newtonowskiej, zna-
komicie ttumaczyta obserwowane zjawiska astrono-
miczne i z czysto eksperymentalnego punktu widzenia
nie byto zadnych powodow, by te teorie zmienia¢. Tym-
czasem jednak w 1905 roku Einstein zaproponowat
nowa teorie ruchu i nowy opis pola elektromagnetycz-
nego. Chodzito m.in. o to, by wyttumaczy¢ zaobserwo-
wany fakt niezaleznosci predkosci $wiatta od predko-
$ci mierzacego jg obserwatora. Ta nowa teoria, zwana
,SZCzegolng teorig wzglednosci’, odniosta ogromny
sukces, dostarczajgc znakomitego narzedzia do opisu
zjawisk fizycznych polegajacych na oddziatywaniu elek-
tromagnetycznym — i to opisu zgodnego z doswiad-
czeniem Michelsona-Morleya. Poniewaz miata ona cha-
rakter uniwersalnej teorii czasu i przestrzeni, wielki
mysliciel, jakim byt Einstein, sprébowat opisac sity gra-
witacyjne w swoim nowym, czterowymiarowym, ,relaty-
wistycznym formalizmie”. Okazato sie to niemozliwe,
a w kazdym razie nie byto na to zadnej prostej i natural-
nej recepty. Po kilku latach rozmyslan Einstein doszedt
do wniosku, ze trajektorie swobodnie spadajacych ciat
(to znaczy ciat poddanych jedynie dziataniu sit grawita-
cyjnych) sg po prostu ,najbardziej prostymi ze wszyst-
kich mozliwych” liniami w (prawdopodobnie) krzywej
czasoprzestrzeni. Punktem wyjscia do tej hipotezy byta
powszechnie obserwowana rownos$¢ masy inercjalnej
i masy grawitacyjnej roznych ciat — poczawszy od ska-
li stynnego newtonowskiego jabtka, do skali obserwo-
wanych ciat niebieskich. Latwo zrozumie¢ o co chodzi,
przygladajac sie np. rownaniu Newtona opisujgcemu
ruch ciata o masie m i tadunku elektrycznym e, poru-
szajacego sie pod wplywem pola elektrycznego E

ma = eE 1)

Ciata o réwnych masach, ale réznych fadunkach
poruszajg sie zupetnie inaczej! Tymczasem dla sit gra-
witacyjnych analogiczne rownanie Newtona wyglada
nastepujaco

ma = mG @)

gdzie 6 oznacza ,pole sit grawitacyjnych” (réwne np.
gradientowi potencjatu grawitacyjnego z ujemnym zna-
kiem). Wystepujacy po lewej stronie czynnik m okresla
bezwtadnos$¢ ciata — podobnie jak to miato miejsce
w przypadku rownania (1). Natomiast wystepujaca po
prawej stronie wielko$¢ m odgrywa role ,fadunku gra-
witacyjnego” i mierzy ,wrazliwo$c ciata” na oddziatywa-
nie pola grawitacyjnego. Z punktu widzenia teorii New-
tona to m po prawej stronie mogtoby by¢ rézne od tego
m po lewej stronie i nie prowadzitoby to do zadnych
komplikaciji filozoficznych. Tymczasem jednak wszelkie
pomiary (poczawszy od Galileusza, rzucajacego ponoc¢
rézne przedmioty z Krzywej Wiezy w Pizie) pokazuja,
ze obie masy sa sobie zawsze réwne. Oznacza to, ze
réwnanie (2) mozna podzieli¢ przez m. Wobec tego tra-
jektorie ciat spadajgcych swobodnie sg takie same dla
roznych ciat. Jabtko powinno poruszac sie po takiej sa-
mej orbicie okotostonecznej jak planeta. Powinnismy
zatem traktowac te orbite jako jaka$ uniwersalng wia-
snos$¢ geometryczng czasoprzestrzeni, w ktorej ,zyje”
pole grawitacyjne 5 niezalezng od tego, jakim ciatem
(jabtkiem czy planeta) postugujemy sie w celu jej zba-
dania. O jakg wtasno$¢ moze tutaj chodzic?

Einstein znalazt odpowiedz w powstatej wczesniej
geometrii nieeuklidesowej i zaproponowat, by odejs¢ od
obrazu czasoprzestrzeni jako obiektu ,idealnie ptaskie-
go”, do ktdrego stosujg sie pojecia geometrii euklideso-
wej, znane nam z kursu szkolnego, na przyktad mozli-
wos$¢ absolutnego, niezaleznego od drogi, transportu
rownolegtego na dowolne odlegtosci. To, co w matej ska-
li jest banalnie proste, np. przytozenie ekierki do linijki
i przesuniecie jej do zgdanego punktu, w wielkiej skali
jest — by¢ moze — niewykonalne. Czasoprzestrzen,
w ktorej zyjemy, jest prawdopodobnie zakrzywiona,
a ciata spadajace swobodnie poruszajg sie po liniach
,najbardziej prostych z mozliwych”. Do linii tych nie sto-
sujg sie twierdzenia geometrii euklidesowej, jak np.
aksjomat Euklidesa o prostych rownolegtych czy tez
twierdzenie o sumie katow w tréjkacie. Grawitacja to po
prostu odstepstwo geometrii czasoprzestrzennej od
Lptaskosci”. W dalszym ciggu tego wyktadu pokaze, jak
najprosciej mozna opisac taka strukture.



3. Co to sg linie ,proste” w krzywej przestrzeni?

Najwczesniej, bo juz w dobie wielkich odkrywcow geo-
graficznych, poznanag ,krzywa przestrzenig”, dla ktorej
opis oparty na geometrii euklidesowej przestat wystar-
czaé, byta powierzchnia globu ziemskiego. Zeglujac po
oceanie najtatwiej jest trzymac sie tzw. loksodromy, czy-
li linii przecinajacej siatke geograficzna, ztozong z potud-
nikéw i rownoleznikow, pod statym katem. W takiej ze-
gludze sternik musi po prostu trzymac¢ ciggle ten sam
kurs kompasowy. We wspotrzednych geograficznych
(6, @) rownanie takiej trajektorii ruchu wyglada rzeczywi-
Scie tak, jak réwnanie linii prostej na ptaszczyznie wyra-
zone we wspoétrzednych kartezjanskich

o(t) = @o + bt @)

gdzie t jest dowolnym parametrem afinicznym (na przy-
kiad czasem, gdy statek pltynie ze stata predkoscia).
Roéwnania te mozna zapisa¢ rownowaznie w postaci
warunku na znikanie drugich pochodnych obu funkgc;ji

¢)=0 (4)

co gwarantuje liniowg zaleznos¢ obu funkcji od para-
metru.

Nazwa loksodroma pochodzi od greckich stow
.loksos” (ukosny, krzywa) oraz ,dromos” (bieg, linia).
Ale c6z to za linia ,sko$na”? W zegludze po morzu Bat-
tyckim moze by¢ nawet przydatna, ale wystarczy popa-
trze¢ na globus by zauwazy¢, ze zegluga po loksodro-
mie z Plymouth do Nowego Yorku to ogromna strata
czasu! A w poblizu biegunéw loksodroma coraz bar-
dziej zbliza sie do spirali Archimedesa i poruszanie sie
po niej przypominatoby raczej taniec $w. Wita niz jakie-
kolwiek sensowne zmierzanie do celu.

Gdyby na globusie naciaggng¢ gumke umocowang
na koncach w dwdéch miastach lezacych po réznych
stronach oceanu, to wyznaczytaby ona zupetnie inng
trase, zwang ,ortodromg” (gr. orto, orthds — prosty),
czyli linig prosta. Jest to tuk wielkiego kota na kuli i czu-

0(t) = 0y + at

8(ty=0

Rysunek 1. Rzut siatki geograficznej na ptaszczyzne stycz-
na do kuli

Y

3

3
2
%

S

Po

Rysunek 2. Wspétrzedne geograficzne a lokalne wspétrzed-
ne ,prostoliniowe”

jemy instynktownie, Zze wyznacza najkrétszg droge mie-
dzy punktem startu a punktem docelowym.

Wyznaczanie ortodromy to najbardziej typowe za-
danie, jakie rozwigzujg studenci wydziatu nawigacji
w szkole morskiej. Trzeba sie tu wyzby¢ przywigzania
do funkcji liniowych typu (3), bowiem réwnanie réznicz-
kowe opisujgce ortodrome we wspétrzednych geogra-
ficznych (0, ¢) jest duzo bardziej skomplikowane niz
warunek (4) na znikanie ,przyspieszenia”, czyli drugich
pochodnych. Aby je tutaj wyprowadzi¢ zauwazmy, ze
w kazdym punkcie globu (6g,9g) mozna wybrac takie
lokalne wspoétrzedne (x,y), zeby przynajmniej w tym
jednym punkcie rownanie ortodromy wygladato tak
jak (4)

xt)=0  y()=0 ®)

W tym celu rozwazymy ptaszczyzne styczng do globu-
sa w naszym ,miejscu postoju” (8, ¢g) — niech bedzie
to na przyktad kartka papieru. Jak to wida¢ na rysun-
ku 1, rzut siatki geograficznej z globusa na nasza kart-
ke daje wysoce nieprostoliniowy uktad wspotrzednych.
Gdyby nasze miejsce postoju znajdowalo sie na ladzie,
to siatka ta zupetnie nie nadawataby sie jako lokalna
mapa do celdéw geodezyjnych, takich jak wytyczanie
sieci rownolegtych ulic czy obryséw dziatek w naszej
miejscowosci.

Do tych celéw najlepiej uzywac siatki wspotrzed-
nych kartezjanskich na kartce. Gdy zrzutujemy je (za
pomoca rzutu prostopadtego) z naszej kartki papieru na
globus, otrzymamy wiasnie lokalnie najlepsze, ,wypro-
stowane” wspotrzedne. Wybierzmy na przyktad os X
w kierunku wschodnim, zas o$ Y — prostopadle (w kie-
runku pétnocnym), przy czym, dla uproszczenia rachun-
kow, niech obie bedq zaczepione wiasnie w naszym
,miejscu postoju” (6g, ¢g) (zob. rys. 2). Odrobina znajo-
mosci trygonometrii pozwoli nam stwierdzi¢, ze zalez-
nos¢ miedzy wspotrzednymi geograficznymi a naszymi
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Jlokalnie prostoliniowymi” wspotrzednymi (x, y), skopio-
wanymi z ptaskiej kartki, wyraza sie nastepujgacymi wzo-
rami

0 =0g — y + Ax2 + cziony wyzszego rzedu (6)

¢ = ¢@g + x(1 + By) + cztony wyzszego rzedu (7)

Pozwolitem sobie na pewng nonszalancje w zapisie po-
wyzszych wzoréw, bowiem chce zwrdci¢ uwage na jego
strukture, a do tego ani wartos¢ statych A i B, ani szcze-
gotowa informacja o cztonach rzedu wyzszego niz kwa-
dratowy, nie jest potrzebna. Otéz cztony rzedu zerowe-
go zostaty wprowadzone tylko po to, by odpowiednio
,scentrowac” nasze wspotrzedne, czyli by zero uktadu
(x,y) przypadato wtasnie w punkcie (0, ¢g). Wybor ten
jest nieistotny z punktu widzenia naszego celu, jakim
jest ,wyprostowanie” réownania ortodromy do najprost-
szej postaci (5). Cztony rzedu pierwszego zostaty wy-
brane tak, by osie Xi Y byty odpowiednio skierowane.
Znak ,minus” przed zmienng y w pierwszym réwnaniu
pochodzi stad, ze jako matematyk licze ,szerokosc
geograficzng” 6 od bieguna poétnocnego w dét (na po-
tudnie). Tymczasem jako nawigator wole liczy¢ wspot-
rzedna y na mapie w gore (na potnoc). Ale to réwniez
jest nieistotne z punktu widzenia naszego celu i dowol-
na transformacja liniowa wspotrzednych (x, y) bedzie
réwnie dobra. Takze cztony wyzszego rzedu sa nieistot-
ne, bowiem w punkcie (x, y) = (0,0) nie dajg wktadu do
réwnania (5). To co istotne, to cztony kwadratowe, re-
prezentowane tutaj przez dwie state A i B. Odrobina
znajomosci trygonometrii wystarczy, by sie przekonac,
ze ich wartosci wynoszg

A= 17 sinBg cos 6

Gdyby$my mieli osigs¢ na state w miejscowosci (0, ¢g ),
to juz nigdy inna mapa nie bytaby nam potrzebna — ta
jest najlepsza ze wszystkich mozliwych. Jesli jednak
punkt (0, ¢g) znajduje sie na oceanie, a my jestesmy
nawigatorami w podrozy, to niestety nasza doskonata
(w otoczeniu punktu (g, ¢g)) mapa wkrétce sie zdezak-
tualizuje i trzeba bedzie jg szybko wymieni¢ na inna, do-
stosowang do innego punktu. Nie mozemy jednak wo-
zi¢ ze sobg tak ogromnej, po jednej dla kazdego matego
otoczenia kolejno mijanych punktéw globu, liczby map!
Przeprosmy sie zatem z ,bardziej globalnymi” wspot-
rzednymi geograficznymi i przeliczmy réwnanie ortodro-
my (5) (oznaczonej kolorem niebieskim na rys. 2) do
tych wspotrzednych. Rézniczkujgc stronami wzory (6)
i (7) otrzymujemy

B = ctg6g, (8)

0 = —y + 2Axx 9)

0 = —j + 2Axx + 2AxX (10)
¢ = X + Bxy + Bxy (11)

¢ = X + 2Bxy + Bxy + BXy (12)

Ale w zmiennych ,wyprostowanych” réwnanie ortodro-
my to znikanie drugich pochodnych (5). Zatem w na-
szym punkcie postoju (x,y) = (0, 0) réwnanie ortodromy
wyglada nastepujaco
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0 = 2Axx = 2A¢2
¢ = 2Bxy = —2B¢0

(uwzgledniono zwigzki 6 = —y oraz ¢ = X, wynikajace
z(9)i(11)). Po wstawieniu wartosci statych (8) otrzymu-
jemy nastepujgce réwnanie ortodromy

0 = ¢2sinbcosO (13)
¢ =—-2¢0ctgd (14)

obowiagzujace juz uniwersalnie, w kazdym punkcie (6, ¢),
czyli na catym globie.

Powyzsze, prosciutkie opowiadanie mozna teraz
sformalizowa¢ w postaci nastepujacej ,wyliczanki” istot-
nych z naszego punktu widzenia wiasnosci, jakie wyko-
rzystaliSmy do stworzenia wygodnego modelu matema-
tycznego powierzchni globu ziemskiego M jako tzw.
przestrzeni ze strukturg powigzania. Przestrzen ta
moze by¢ krzywa, ale lokalnie przypomina przestrzen
afiniczna, w ktorej jest dobrze okreslone pojecie linii
prostej. Oto te wiasnosci:

> Przestrzeh M jest rozmaitoscig rézniczkowalng.
Oznacza to, ze lokalnie mozna parametryzowaé
punkty zbioru M uktadem wspédtrzednych (xk) =
= (x1, x2, ..., x"), gdzie liczba naturalna n nazywa
sie wymiarem przestrzeni (dla powierzchni globu
ziemskiego n = 2, ale to nie ma zadnego znacze-
nia). Jesli (y@), a = 1, ..., n, jest innym uktadem
wspotrzednych (mapa), to (tam gdzie to mozliwe)
transformacja y@ = y@(xk) jest odpowiednio gtadka
(np. rézniczkowalna klasy C<).

> W kazdym punkcie m € M mozna wprowadzi¢ rela-
cje rownowaznosci ~,,, miedzy uktadami wspotrzed-
nych wokot m. Powiemy, ze uktady (x¥) oraz (y@)

sg rownowazne w m, jesli ich wzajemne drugie po-
chodne znikajg w tym punkcie
d2ya
oxk ox!

() ~m (y®)) & (m=0

tatwo sprawdzi¢, ze jest to relacja rbwnowaznosci
(zwrotna, symetryczna, przechodnia). Zatem zbiér
wszystkich map wokét m rozpada sie na wzajemnie
roztgczne klasy rownowaznosci.

> W kazdym punkcie m wyrdzniona jest pewna klasa
réwnowaznosci I,,, ktérg nazwiemy ,lokalnym ukta-
dem prostoliniowym” lub tez — Zzeby podkresli¢ in-
spiracje fizyczng — ,lokalnym uktadem inercjalnym”.
Wspotrzedne odpowiadajgce mapie nalezacej do tej
klasy bedziemy nazywali ,lokalnie prostoliniowymi”
albo ,lokalnie inercjalnymi” w punkcie m. Zaktada-
my, ze I,,, zalezy gtadko (rézniczkowalnie) od punk-
tu m. Na razie nie bede precyzowat, co to oznacza,
ale w dalszym ciggu wykfadu stanie sie to jasne.

> Sparametryzowang linie w M bedziemy nazywali
ortodroma (czy moze nawet — naduzywajgc nieco
terminologii — linig ,prosty”, a w kazdym razie ,naj-
prostszg z mozliwych”), jesli w kazdym punkcie M
spetnia ona warunek



yam)=0 (15)

gdy jako wspotrzedne wezmiemy dowolne wspét-
rzedne lokalnie inercjalne w m, czyli nalezgce do
klasy Ip,.

> Wspdtrzedne inercjalne w jednym punkcie wcale nie
musza by¢ inercjalne w punktach sasiednich. Gdy-
by jednak istniat uktad wspotrzednych globalnie in-
ercjalny, to takg przestrzen nazwalibysmy ptaska.

Gdybysmy mieli zamieszkac na state w miejscowo-
$ci m i badac jedynie ruchy przejezdzajacych przez nig
pojazddw, to nie warto bytoby uzywac innych uktadéw
wspotrzednych, niz tylko inercjalne w punkcie m. Tak
postepowali fizycy przez ostatnich kilka tysiecy lat. Je-
Sli jednak interesujg nas zjawiska zachodzgce daleko
od nas, jesli chcemy badac¢ ruchy odlegtych planet, ko-
met czy moze nawet gwiazd albo galaktyk, to — po-
dobnie jak to miato miejsce w przypadku nawigacji po
ziemskim globie — zmuszeni bedziemy uzywaé ukta-
doéw nieinercjalnych, ale za to opisujgcych duzo wigk-
sze obszary. Przeliczmy zatem réwnania ortodromy
z uktadu inercjalnego (y@) do jakiegokolwiek uktadu
(xk). Prawo transformaciji predkosci z jednego uktadu
do drugiego jest oczywiste

. 0. oy@ . oy? .

yo(m) = 2 o= ok (16)
W ostatnim wyrazeniu opuscilismy znak sumy, korzy-
stajac z tak zwanej konwencji sumacyjnej Einsteina,
ktéra bardzo utatwia pisanie formut opisujgcych struk-
tury geometrii rézniczkowej. Gtosi ona, ze powtérzony
wskaznik — w naszym przypadku ,k” — raz na dole, raz
na gérze oznacza sumowanie po wszystkich jego moz-
liwych wartosciach. Rézniczkujac jeszcze raz po para-
metrze, otrzymujemy nastepujgce réwnanie ortodromy
wyrazone w nieinercjalnym ukfadzie wspotrzednych (xk)
(pamietamy o konwencji sumacyjnej!)

aya ” aZya

9 — L kgl
oxk X"t axkoxt XX an

Powyzszy uktad n réwnan mozna zapisa¢ w rownowaz-
nej postaci, jesli podziatamy na obie strony macierzg
(6x"[ay?), odwrotng do macierzy (dy?/ox¥) (ich ilo-
czyn daje macierz jednostkowg (5, )). W rezultacie
otrzymamy nastepujgce, uniwersalne réwnanie orto-
dromy, bedace naturalnym uogdlnieniem réwnan na-
wigatora (13) oraz (14)

XM+ T xkxl = 0 (18)
Symbolem F,’j, oznaczylismy tutaj nastepujacg kombi-
nacje pochodnych
ox"n aZya
2 (M) S ko
oy oxKkox

Iy (m) = (m (19
We wzorze tym (y?) sg dowolnymi wspotrzednymi
inercjalnymi w punkcie m, w ktérym liczymy warto$¢
wspotczynnikéw T. Latwo zauwazy¢, ze wynik nie zale-
zy od wyboru uktadu wspédtrzednych (y?), byle tylko
nalezaty do klasy I,,. Wielkosci te charakteryzujg jedno-
znacznie ukfad inercjalny I,,, wzgledem naszych (dowol-
nych), ,roboczych” wspdtrzednych (xk). Mozna zatem
powiedzie¢, ze cata informacja o polu lokalnych ukladow
inercjalnych jest zawarta we ,wspotczynnikach powigza-
nia” F;?/- W szczegolnosci ukiad jest inercjalny w punk-
cie m jesli, wspoétczynniki te znikajg w tym punkcie

((xk) € 1,,) & (T4 (m) = 0)

Zatozenie o ,gtadkiej zaleznosci” klasy I,,, od punktu m
oznacza teraz, ze elementy tablicy 1“,’:, (m) sg odpowied-
nio gtadkimi funkcjami na przestrzeni M.

To opowiadanie mozna ciggna¢ dalej — np. fatwo
wyprowadzi¢ wzory na transformacje obiektu I migdzy
dwoma dowolnymi (na ogdt nieinercjalnymi) uktadami
wspotrzednych. Zainteresowanych odsytam do bogatej
literatury z geometrii rozniczkowej. Jednak gtéwna wia-
snoscig przestrzeni z powigzaniem jest istnienie pola
lokalnych uktadéw inercjalnych, co pozwala na wyréz-
nienie szczegolnych linii ,prostych”, dla ktérych ,przy-
spieszenie” (liczone w ukfadzie inercjalnym) znika.

4. Grawitacja jako pole lokalnych uktadéw inercjalnych

Wiasnie taka struktura geometryczna czasoprzestrzeni
odpowiada polu grawitacyjnemu wedtug Einsteina. Row-
nania ruchu ciata spadajacego swobodnie, to réownania
ortodromy (18) w czterowymiarowej czasoprzestrzeni,
ktére mozna przepisac jako

mx"=—mr ), xkx! (20)

Interpretacje tradycyjng, w ktérej prawa strona jest
sitg grawitacyjng dziatajgca na ciato o masie m, zgodnie
z drugg zasadg Newtona, Einstein proponuje zastgpi¢
interpretacjg geometryczng — prawa strona tylko dlate-
go nie znika, ze do opisu ruchu uzyliSmy ukfadu odnie-

sienia, ktéry nie jest inercjalny! Sity grawitacyjne dadza
sie (lokalnie, w punkcie m) wyeliminowac, jesli tylko
przejdziemy do uktadu inercjalnego w punkcie m. | nie
jest to zadna science fiction, lecz realna mozliwos¢. Sto
lat temu uwazano, ze polega ona na zamknieciu sie
w swobodnie spadajacej windzie, gdzie (zanim nastapi
katastrofa) znajdziemy sie w stanie catkowitej niewaz-
kosci. W takiej sytuacji bedziemy mogli uwazac, ze sit
grawitacyjnych nie ma! W dzisiejszych czasach stan nie-
wazkosci stat sie powszechnym doswiadczeniem wielu
ludzi — astronautéw i pracownikéw stacji kosmicznych.

Sity grawitacyjne uzyskaty zatem status ,sit pozor-
nych” z mechaniki klasycznej, takich jak sita odsrodkowa

5



czy sita Coriolisa. Sg one proporcjonalne do masy cia-
fa. Mozna je wyeliminowac¢ przez wyboér odpowiedniego
(inercjalnego!) uktadu odniesienia. Mozliwo$¢ spraw-
dzenia, czy ,hasz ukfad odniesienia” jest inercjalny
~wzgledem odlegtych gwiazd” bardzo absorbowata mysl
Ernesta Macha, ktérego idee wywarty duzy wptyw na
Einsteina, czemu dat on wielokrotnie wyraz w swych
pismach. Pasazer obracajgcej sie karuzeli— argumen-
towat Mach — jesli nie pozwoli¢ mu na obserwacje
gwiazd, nie potrafi stwierdzi¢, czy dziatajgce nan sity, to
sity pozorne, czy tez ,prawdziwe” sity grawitacyjne. Ze
wstydem wyznam, ze z wielkim trudem podazatem za

niektérymi myslami Macha, spisanymi w jezyku global-
nych ukiadoéw odniesienia. Wydaje mi sie, ze cata
sprawa staje sie niezwykle prosta i klarowna, jesli zre-
zygnujemy z globalnych uktadéw odniesienia i cate roz-
wazania ograniczymy do przytoczonej w niniejszym wy-
ktadzie dyskusji lokalnej struktury czasoprzestrzeni.
W tej teorii dylemat Macha — czy dziatajg na mnie sity
pozorne (odsrodkowa i Coriolisa), czy grawitacyjne —
nie ma zadnego znaczenia. Niezaleznie od nazwy, sity
te moga zosta¢ wyeliminowane. Ale tylko lokalnie wy-
eliminowane.

5. Jak mierzyC krzywizne czasoprzestrzeni

Jesli w zwyktej, ptaskiej przestrzeni wybierzemy krzy-
woliniowy uktad wspotrzednych, to rownania linii pros-
tych stang sie bardzo skomplikowane. Mozna sie o tym
fatwo przekonad, prébujac napisac np. rownanie prostej
w uktadzie wspétrzednych sferycznych, w poczciwej,
znanej ze szkolnej ,stereometrii” — trojwymiarowej
przestrzeni euklidesowej. Wystapig wtedy wysoce nie-
trywialne wspofczynniki powigzania 1“,?,. Czes$¢ z nich —
te mianowicie, ktére odpowiadajg wspotrzednym kato-
wym — pojawita sie juz zresztg w niniejszym artykule
pod postacig wspotczynnikow (8). Pokazemy teraz, w ja-
ki sposéb odrézni¢ sytuacje, gdy przestrzen jest napraw-
de prosta, a jedynie prezentuje sie jakby byta krzywa,
bowiem uzywamy skomplikowanego, krzywoliniowego
uktadu, od sytuacji, kiedy przestrzen jest naprawde
krzywa. Rozpoczniemy od ,wyprostowania” krzywych
wspotrzednych (xk) w jednym punkcie m za pomocq
wzoru

yki=xk+ 171",'/’ (m)xixi +

+ poprawki trzeciego i wyzszych rzedéw (21)

Aby sie przekonac, ze tak poprawione wspoétrzedne (yk)
sg inercjalne w punkcie m wystarczy zauwazy¢, ze za-
chodzi rownos¢ (19)

aZyk
n . _
Ty (m) = Fxion (M =
axk aZya (22)
T oya (m) - oxioxi (m)

bowiem macierz pierwszych pochodnych jest macierza
jednostkowa. Czy nie datoby sie — do tej pory nieistot-
nych — poprawek wyzszych rzedéw dobrac tak, by wy-
prostowac te wspétrzedne nie tylko w samym punkcie,
ale i wokot niego? Na poczatku przynajmniej tak, by
wyzerowac w tym punkcie nie tylko wspoétczynniki po-
wigzania (co juz sie stanie, gdy tylko przejdziemy do
zmiennych (y@)), ale réwniez ich pierwsze pochodne

a ._ a
lHbcd T ad rbc

W tym celu znéw zacznijmy poprawiac juz raz popra-
wione wspotrzedne, przy czym istotne teraz beda po-
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prawki trzeciego rzedu, bowiem tylko one dadzg wktad
do pochodnych, liczonych w zerze uktadu wspotrzed-
nych. Ogolna taka poprawka mogtaby wygladac¢ naste-
pujaco

}78 = ya + %PZC ybyc + %ng ybycyd (23)
Po to jednak, by cos$ naprawi¢, ale przy tym nie popsuc¢
juz znikajacych wspotczynnikow FZ’C, musimy potozy¢
PZ’C = 0. Wtedy wspétczynniki te zmienig sie o drugie
pochodne wyrazu trzeciego rzedu (czyli o cztony linio-
we, znikajgce w zerze), natomiast ich pochodne zmie-
nig sie o trzecie pochodne, czyli o czton zerowego rze-
du, wyznaczony przez tablice wspétczynnikéw Qf ;.
Z symetrii trzecich pochodnych wynika, ze bedzie to
czesc¢ catkowicie symetryczna tej tablicy. Gdyby jednak
chd zawierata cokolwiek poza tg czescig symetryczng,
to owe ,cokolwiek” (np. cze$¢ antysymetryczna w ja-
kich$ dwu wskaznikach) i tak nie wptynie na popraw-
ke (23). Aby zatem uprosci¢ nasze rachunki, mozemy
zalozyc, ze tablica chd jest catkowicie symetryczna

Qpoa = Qbea) (24)
1
= E{ bod ¥ Qoap * Qe * (25)

a a a
+ Qop * Qpg * dec}

Wtedy pochodne wspoétczynnikéw powigzania I' w no-
wym ukfadzie wspotrzednych zmienig sie po prostu o Q

~a _ ra a
Fpod = Thed * Qpea (26)

ktore sg catkowicie do naszej dyspozycji. Jak widac,
potrafilibySmy w ten sposéb ,zabic¢” catg tablice pochod-
nych cmd jedynie wtedy, gdyby byta ona catkowicie
symetryczna — wystarczytoby potozyé Qf,cd = —cm "
W ogdlnym przypadku, gdy I'f ; nie jest catkowicie sy-
metryczna, zdotamy jedynie ,zabi¢” jej czes¢ catkowicie
symetryczna. Wynika stad, ze cata reszta, czyli to, co
zostaje po odjeciu czesci catkowicie symetrycznej

Kped = Thed = r?bcd) (27)

nie zalezy juz od zadnych poprawek, czyli jest pewng
wielkoscig charakteryzujacq badang geometrie, nieza-



lezng od tego w jakim uktadzie wspotrzednych (byle byt
inercjalny!) dokonujemy obliczen. Rzeczywiscie, po do-
konaniu poprawek (23) otrzymujemy

a _tTa a -
Kbcd - rbcd - r(bcd) - (28)

_ra a a a  _ jea
= Thed * Qbca = T ibod) = Qvea) = Kbed

na mocy rownania (24). Wielkos¢ K nazywa sie tenso-
rem krzywizny przestrzeni M. Gdy jest ona rézna od
zera, to — jak wida¢ z definicji — nie ma szans na ist-
nienie globalnego uktadu inercjalnego, ktory ,zabitby”
wspotczynniki I" globalnie, bowiem ,zabitby” on rowniez
ich pochodne oraz (w szczegdélnosci) ich kombinacje
(27). Zatem znikanie tensora krzywizny jest warunkiem
koniecznym na ptaskos$¢ przestrzeni. Czy jest to row-
niez warunek dostateczny? Czy po wyzerowaniu pierw-

szych pochodnych bedziemy musieli zajaé sie zerowa-
niem kolejnych i tak w nieskonczonos¢?

Okazuje sie, ze nie bedzie to potrzebne, bowiem ze-
rowanie sie tensora krzywizny K w ,grubym” zbiorze po-
zwala juz skonstruowaé wspétrzedne globalnie inercjal-
ne w tym zbiorze. Zatem znikanie K jest warunkiem ko-
niecznym i dostatecznym na ptaskos¢. Tensor krzy-
wizny mierzy rzeczywiscie krzywizne, rozumiana ja-
ko niemoznos¢ skonstruowania globalnie inercjalnych
wspotrzednych. Mistyfikacja polegajgca na zapisaniu
wspotczynnikow powigzania ptaskiej przestrzeni
w krzywoliniowym ukfadzie wspotrzednych, przez co
beda one wygladaty bardzo skomplikowanie, zostanie
natychmiast odkryta, gdy obliczymy tensor krzywizny,
bowiem mimo pozornie skomplikowanej postaci funkcji
cmd(m), ostateczny rezultat takich rachunkéw bedzie
trywialny: K§ ;= 0.

6. Materia powodem zakrzywienia czasoprzestrzeni

W teorii grawitacji Einsteina pole grawitacyjne jest za-
tem polem lokalnych uktadéw inercjalnych, ktére moz-
na opisa¢ w ustalonym ukfadzie wspotrzednych jako
pole zaleznych od punktu czasoprzestrzeni wspotczyn-
nikow powigzania Fic(m). Ale czym zastgpi¢ réwnania
pola, ktére w teorii Newtona wygladaty nastepujaco
px
FE

G = (29)
gdzie p jest masg ciata bedacego zrédiem pola (np.
stonca w uktadzie planetarnym), X — wektorem wioda-
cym ciata probnego wzgledem zrédia, za$ y — statg
grawitacyjng. Gdy zrodtem pola nie jest masa punktowa
ale ciggty rozktad mas, opisany gestoscia p, to pole 5
jest superpozycjg wktadéw od poszczegdlnych punk-
tow. Latwo zauwazy¢, ze odpowiada to nastepujagcym
warunkom, ktore spetnia to pole:

1. Pole 5 jest bezwirowe, czyli rot 5 =0.

2. Spetnione jest rownanie wigzace rozbieznosc¢ pola
ze zrodtami, mianowicie div G = 4nyp.

Okazuije sie, ze w teorii Einsteina powyzsze warun-
ki nalezy zastapi¢ nastepujacymi:

1. Warunek zgodno$ci z resztg fizyki, opisang przez
strukture metryczna czasoprzestrzeni, bowiem inne
dziaty fizyki (np. elektrodynamika) wykorzystujg po-
le tensora metrycznego g, opisujace ,odlegtosci”
czterowymiarowe miedzy réznymi zdarzeniami prze-
strzennymi. Strukturg tego tensora zajmuje sie tzw.
szczegolna teoria wzglednosci. Zgodnos¢ obu struk-
tur polega na tym, ze tensor metryczny ma by¢ w ja-
kims sensie ,staty” w czasoprzestrzeni. Coz to jed-
nak ma znaczy¢, skoro przechodzgc od jednego
uktadu wspotrzednych do innego, mozna wspot-
rzedne g, znacznie zmienic i np. ze statych uczyni¢
zmienne? Ot6z warunek ten oznacza, ze pochodne

tensora metrycznego majg zerowac sie w uktadzie
inercjalnym. Mowi sie wéwczas, ze metryka jest
kowariantnie stata na M. Warunek ten zastepuje
jednorodny warunek rot 5 = 0 z teorii newtonow-
skiej.

2. Warunek niejednorodny zastapiony jest rownaniem
Einsteina, wigzgcym krzywizne ze zrédiami pola

Gy =8ny Ty
W réwnaniu tym
. 1
Gy = Ry — 5 9uR

oznacza tzw. tensor Einsteina, Ry, := %KZ,H jest
tzw. tensorem Ricciego, powstatym z tensora krzy-
wizny przez zwezenie po pierwszym i ostatnim
wskazniku, zas R = gk/R,, jest sladem tensora Ric-
ciego, zwanym skalarem krzywizny. W kazdym
przypadku po, lewej stronie stoi (na miejscu dywer-
gencji pola G z teorii Newtona) jakas informacja
o krzywiznie, wyrazona pochodnymi pola I'. Nato-
miast po prawej stronie stoi tensor energii-pedu
materii T, niosacy informacje o zrédtach pola grawi-
tacyjnego.

Jesli czasoprzestrzen nie jest pusta, czyli gdy stoja-
cy po prawej stronie réwnan Einsteina tensor energii-
-pedu materii nie jest rowny zeru, to réwniez lewa stro-
na nie moze znikac, zatem czasoprzestrzen nie moze
by¢ ptaska. Mozna skrotowo powiedzieé, ze obecno$c
materii, ktorej konfiguracja jest mierzona wielkoscig
tensora energii-pedu T, ,wykrzywia” czasoprzestrzen.

Nie jest natomiast prawda, ze przestrzen pusta mu-
si by¢ ptaska. Z réwnan Einsteina wynika jedynie znika-
nie tensora Einsteina G lub — co jest rownowazne —
tensora Ricciego R, ale jest to jedynie cze$¢ informagiji
zawartych w petnym tensorze krzywizny K. Dzis wiemy
juz, ze wcale nie musi to pociggac¢ znikania catego ten-
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sora krzywizny. Istniejg bowiem rozwigzania réwnan
Einsteina opisujace przestrzen pustg, ale mimo to krzy-
wa. Jej krzywizna propaguije sie w sposéb nieco zblizo-
ny (cho¢ duzo trudniejszy, ze wzgledu na nieliniowosc¢
réwnan Einsteina) do propagac;ji fal elektromagnetycz-
nych i opisuje zjawiska, ktére nazywamy falami grawi-
tacyjnymi. Ten fakt nie byt oczywisty od poczatku ba-

dan teorii. Sam Einstein miat powazne watpliwosci na
ten temat i dos$¢ dtugo sadzit, ze ,fal grawitacyjnych nie
ma”. W (teoretycznym) odkryciu tych fal wybitny udziat
ma wielki polski fizyk-teoretyk — profesor Andrzej
Trautman (absolwent Politechniki Warszawskiej). Na
powtdérne — tym razem obserwacyjne — ich odkrycie
czekamy do tej pory.

7. Krotka historia odkrywania ,czarnych dziur”

Juz kilka miesigcy po ogtoszeniu Ogolnej Teorii Wzgled-
nosci — na przetomie 1915 i 1916 roku — wybitny nie-
miecki astronom, fizyk i matematyk, Karl Schwarzschild
znalazt pierwsze Sciste rozwigzanie rownan Einsteina,
opisujagce sferycznie symetryczne pole grawitacyjne
wokot ciezkiego ciata o danej masie. Rozwigzanie to
jest relatywistycznym odpowiednikiem pola (29). Sce-
nerie tego odkrycia znamy dobrze z ksigzki Jaroslava
Haska o dobrym wojaku Szwejku — okolice Przemy-
$la, btoto i Snieg, okopy pierwszej wojny Swiatowej. Karl
Schwarzschild zostat zmobilizowany na wojne w cha-
rakterze oficera artylerii, jednak nawet w tak trudnych
warunkach nie poniechat aktywnosci intelektualne;j.
Zresztg kilka miesiecy po swoim wspaniatym odkryciu,
w maju 1916 roku, zmart na skutek rzadko spotykanej
choroby skérnej — pecherzycy, ktérej nabawit sie na
wojnie.

Podobnie jak pole (29) w punkcie X = 0, rozwiaza-
nie Schwarzschilda cechuje sie osobliwoscia, gdy opi-
sujace je formuty tracg sens, bowiem zawierajg dziele-
nie przez zero. Jednak w przypadku pola Schwarzschil-
da ta osobliwos$¢ wystepuje wczesniej, zanim zblizymy
sie do ,centrum” punktowej masy, ktérg chcielibysmy
opisywac. W przypadku masy rownej masie Ziemi ten
krytyczny ,promien Schwarzschilda” wynosi okoto centy-
metra, a dla masy Stonca — okoto 3 km. Mozna bytoby
pocieszac sie, ze w przyrodzie nigdy taka osobliwos¢
nie wystapi, bo nie potrafimy przeciez ,sprasowac¢” ma-
sy Ziemi do rozmiaréw centymetra! Dzi§ wiemy jednak,

Rysunek 3. Ciecie {t = const} czasoprzestrzeni
Schwarzschilda

ze materia w tzw. gwiazdach neutronowych moze byé
upakowana duzo gesciej niz to, z czym mamy do czy-
nienia w potocznym doswiadczeniu i, by¢ moze, istnie-
ja sytuacje astrofizyczne, w ktérych cata masa bedaca
zrodtem geometrii Schwarzschilda jest ukryta wewnatrz
tej ,osobliwosci”. Zatem problem pozostaje. Co sie dzie-
je w ,0sobliwosci” rozwigzania Schwarzschilda? Czy
przestaje obowigzywac¢ znana nam fizyka? Czy we-
wnatrz obszaru o silnej krzywiznie zieje jakas otchtan,
czy jest tam po prostu ,czarna dziura”? Okazuje sie, ze
sama osobliwos¢ wystepujaca we wzorach na rozwig-
zanie Schwarzschilda, ktéra tak niepokoita fizykéw od
poczatku Ogdlnej Teorii Wzglednosci, jest pozorna i opi-
suje jedynie wiasnosci szczegodlnego uktadu wspotrzed-
nych, ktérych uzyt jego tworca.

Sytuacja jest podobna do tej, w ktérej chcielibysmy
punkty paraboloidy obrotowej w tréjwymiarowej prze-
strzeni euklidesowej, danej réwnaniem

\X2+y2 =1+22

parametryzowac za pomocg dwu zmiennych (x, y), trak-
tujac wspotrzedna z jako ich funkcje

7z = +\\ X2+y2_1

Widac, ze na kole danym rownaniem x2 +y2 = 1,
taki opis zawodzi, bowiem wystepuje ,czarna dziura”
odpowiadajgca wartosciom x2 +y2 < 1, a przeciez nie
ma tu zadnej osobliwosci, nalezy jedynie do zbioru roz-
wigzan powyzszego réwnania, opisujgcego gorng poto-
we paraboloidy, doklei¢ jej dolng potowe, odpowiadaja-
cg znakowi ,minus” przed pierwiastkiem. Bardzo tatwo
znalez¢ wspotrzedne, ktdre zachowujg sie nieosobliwie
w poblizu ,waskiego gardfa”, wzdtuz ktérego sklejono
obie potéwki tej powierzchni.

Takim wiasnie ,waskim gardtem” tréjwymiarowego
ciecia {t = const} jest pozorna osobliwo$¢ Schwarzschil-
da (zob. rys. 3). Z dala od niej to ciecie coraz bardziej
przypomina nasza ptaska, euklidesowa przestrzen troj-
wymiarowa. Zblizajac sie do ,waskiego gardia” prze-
strzen staje sie coraz bardziej zakrzywiona, a po jego
przekroczeniu znéw zaczyna sie wyptaszcza¢ — byc¢
moze az do jakiegos ,drugiego konca” przestrzeni, jak
na rysunku 3, ale by¢ moze az do schowanej wewnatrz
tego gardta materii, bedacej zrodtem pola grawitacyjne-
go, tak jak na rysunku 4.



Rysunek 4. Materia ,,schowana pod horyzontem”

Tym niemniej obszar czasoprzestrzeni odpowiada-
jacy punktom lezagcym wewnatrz tego ,gardia” ma dos¢
szczegolne wiasciwosci, bowiem nie moze sie zen wy-
dostac¢ ,na zewnatrz” zadna informacja. Co wiecej, tam
naprawde jest osobliwos¢ (ale nie przestrzenna, kto-
rg mozna bytoby pokazac na rysunku 4, lecz czaso-
przestrzenna) nie dajgca sie usunaé przez manipulacje
wspotrzednymi. Obecnie ,czarng dziurg” nazywa sie ta-
kg wiasnie sytuacje.

Teorii czarnych dziur nadat impet wielki astrofizyk
hinduski Subrahmanyan Chandrasekhar (1910-1995),
uhonorowany za swe prace nagrodg Nobla w 1983 ro-
ku. W 1930 roku, wigzac dwie bardzo mtode teorie fi-
zyczne — 0Ogolng Teorie Wzglednosci i Mechanike
Kwantowg — zauwazyt, ze ewolucja gwiazd do stacjo-
narnego stanu Biatego Karta, w ktorym cisnienie gazu
elektronowego wewnatrz gwiazdy powinno zréwnowa-
zy¢ sity grawitacyjne, bedzie zachodzita zupetnie ina-
czej dla gwiazd ciezszych niz pewna wartos¢ krytycz-
na, znana dzi$ jako masa Chandrasekhara i wynosza-
ca 1,44 masy Stonca. Ot6z dla ciezkiej gwiazdy cisnie-

nie wewnetrzne nie zdota zréwnowazy¢ przyciggania
grawitacyjnego i w koncu cata masa zapadnie sie ,pod
horyzont” jak na rysunku 4. Uformuje sie wiec czarna
dziura, a w kazdym razie widziane z zewnatrz pole gra-
witacyjne bedzie miato wiele cech sytuacji opisywanej
przez geometrie Schwarzschilda. Wydaje sie, ze jest to
sytuacja dos¢ powszechna we Wszechswiecie i powin-
ni$my na niebie widzie¢ wiele takich obiektow. Aby je
odrézni¢ od zwyktych gwiazd czy galaktyk potrzebne
sg doktadniejsze obserwacje niz te, ktérych mozna do-
konywa¢ za pomocg tradycyjnych teleskopéw. W tym
celu buduje sie obecnie obserwatoria umieszczone
w Kosmosie. Takie dwa orbitalne obserwatoria — Spi-
tzer oraz Chandra — dostarczyty ogromnej ilosci da-
nych potwierdzajacych istnienie czarnych dziur. Astro-
fizycy moéwig ostatnio o ,setkach czarnych dziur, ktére
zostaty ostatnio odkryte w odlegtych galaktykach py-
towych”.

Bardzo istotna metoda testowania wynikéw tych ob-
serwacji, pomagajaca odrézni¢ czarng dziure od ,banal-
nej” gwiazdy lub galaktyki, polega na wykorzystaniu zja-
wiska soczewkowania grawitacyjnego. Wykorzystuje
ona zjawisko uginania promieni $wietinych w polu gra-
witacyjnym. Jednym z animatoréw i wspotautorow tej
metody byt niedawno zmarty, wybitny polski astrofizyk
Bogdan Paczynski (ur. 1940 w Wilnie, zm. 2007 w Prin-
ceton).

Dzieki tym wszystkim obserwacjom i pomiarom
astrofizycy coraz mocniej utwierdzajg sie w przekona-
niu, ze matematyczna konsekwencja teoretycznych idei
Alberta Einsteina, jaka jest struktura czarnej dziury, ist-
nieje jako fakt realnie obserwowany w przyrodzie.
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Abstract

Short history of the General Relativity Theory (together
with theory of “black holes”) is presented. A mathemat-
ical structure which enables us to describe gravitational
field as a field of local inertial frames is proposed in

a simple form. The notion of the curvature tensor is de-
rived as an obstruction against existence of linear coor-
dinates.
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